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L'HYPOTHESE
DU CONTINU

ET LES GRANDS
CARDINAUX

'hypothese du continu,
L ou HC, a été considérée

la premiére fois par
Georg Cantor. Elle affirme
qu’entre l'infini des nombres
entiers (I'infini dénombrable)
et linfini des nombres réels
(le continuy), il n'existe pas
d’autre infini.

Aucune intuition claire
ne s'impose a propos de la
vérité ou de la fausseté de
HC. Ce n'est pas le cas pour
les axiomes dits « de grands
cardinaux », qui affirment
lexistence d’ensembles
infinis trés grands, comme
celle d'un ensemble qui, en
taille, dépasserait chacun
des infinis de la liste N, 2(N),
PPN)), ...

On connait une série
d'axiomes de grands
cardinaux. On les considére
vrais a priori, car les refuser
reviendrait a limiter Uinfini,
ce qui semble absurde.

Ces axiomes permettent
de prouver des résultats
qu’on ne peut pas obtenir
sans eux, et conduisent

méme a démontrer

des résultats portant sur

les nombres entiers.

Le mathématicien Alexandre
Grothendieck a utilisé de tels
axiomes dans ses travaux

sur la théorie des catégories,
et la démonstration du grand
théoreme de Fermat (selon
lequel il n'existe pas d'entiers
positifs x, y, z tels que

X"+ y" =z"dés que

Uentier n est supérieur a 3),
au moins dans un premier
temps, semblait ne pas
pouvoir s'en dispenser.

On a espéré que certains
axiomes de grands cardinaux
auraient pour conséquence
HC ou non-HC, ce qui aurait
résolu l'énigme de
lUhypothése du continu.

On a malheureusement établi
que cela ne pouvait pas étre
le cas. On est donc reparti
ala recherche de nouveaux
axiomes naturels qui
fixeraient la vérité

ou la fausseté de HC.

Georg Cantor (1845-1918)

soit cette hypothese est vraie, soit elle est
fausse: elle ne devrait pas étre «indécidable».
Cela I’a conduit a proposer et a faire avancer
deux programmes de recherche opposés.

Le premier devait établir que ’hypothese
du continu est fausse. I y a quinze ans, Hugh
Woodin croyait possible son aboutissement.
Mais il a changé d’avis et lancé un second pro-
gramme de recherche qui porte sur ce qu’on
dénomme le «L ultime» et qui, selon lui,
conduira a une solution satisfaisante et défini-
tive des principales énigmes posées par I'infini
- notamment a la preuve que ’hypothese du
continu est vraie.

C’est cette voie vers le L ultime que je vais
tenter d’expliquer dans ses grandes lignes.
Revenons un peu en arriere pour comprendre
les termes du probleme.

Découverte par Cantor et publiée en 1891, 1a
vérité la plus simple concernant l'infini mathé-
matique est qu’il en existe plusieurs sortes. De
facon plus générale, le théoreme de Cantor

indique qu’a chaque fois que ’on considere un
ensemble infini E, Pensemble de ses parties (ou
sous-ensembles), noté 2P (E), est d’une taille
infinie strictement supérieure a celle de E. Cela
signifie que Z(E) ne peut pas étre mis en cor-
respondance biunivoque, ou bijection, avec E.
Ainsi, I’ensemble des entiers natu-
relsN=10,1,2,3,...,1, ...} est strictement plus
petit que 'ensemble P(N) de ses parties, qui
comprend par exemple N lui-méme, "'ensemble
des nombres pairs, ensemble des nombres
premiers, ’ensemble des puissances de 2, etc.
Il'y a dans 2(N) trop d’éléments pour qu’on
puisse les mettre en bijection avec ceux de N.
Et en répétant opération, c’est-a-dire en
considérant la suite N, #(N), 2(P(N)),
P(P(P(N))), etc., on dispose, grice au
théoréeme de Cantor, d’une infinité d’ensembles
infinis différents et de plus en plus grands.

L'HYPOTHESE DU CONTINU:
PAS D'INFINI INTERMEDIAIRE
ENTRE CELUI DE N ET CELUI DE R

L’infini des entiers naturels, N, est le plus
simple et le plus petit qui existe. On ’appelle
Pinfini dénombrable, et tout ensemble infini
qui peut étre mis en bijection avec N est dit
«dénombrable» (voir Pencadré page précédente).
Un infini ’ordre supérieur est celui de #(N),
comme on I’avu. On peut en donner une repré-
sentation moins abstraite: cet infini est le
meme que celui de ’ensemble R des nombres
réels, car on démontre assez facilement qu’il
existe une bijection entre 2(N) et R.

Sachant que ?(N) ou R est un ensemble
strictement plus «grand» que N, se pose la
question suivante: existe-t-il des infinis inter-
médiaires entre celui de N et celui de R? Les
mathématiciens n’en ont jamais rencontré, et
ils ont donc été amenés a supposer que de tels
infinis intermédiaires n’existent pas: telle
est ’hypothese du continu, posée a Iorigine
par Cantor. Ici, le mot «continu» évoque
'infinité des nombres réels, ces nombres pou-
vant étre représentés par les points d’une
ligne continue.

Autrement dit, ’hypothese du continu
affirme que tout sous-ensemble infini de R est
soit en bijection avec N (si c’est un «petit»
infini), soit en bijection avec R lui-méme (si
c’est un « gros» sous-ensemble infini de R).

L’hypothese du continu constitue la plus
simple des questions non résolues concernant
les infinis. On la juge importante et, d’ailleurs,
le mathématicien allemand David Hilbert
l’avait placée en téte de sa célebre liste des
23 grands problemes présentée en 1900 au
Congres international des mathématiciens, a
Paris. Plus d’un siecle apres sa formulation, nul
n’a surésoudre définitivement la question: on
n’a jamais rencontré de partie infinie de R
qu’on ne sache pas mettre en bijection avec N
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