proposer une méthode nouvelle pour
construire des modeles approchant des don-
nées en utilisant une fonction a un seul para-
metre (voir P’encadré 5). L’article est
seulement un jeu mathématique qui exploite
la capacité qu’a un nombre réel de détenir une
quantité infinie d’information. Ce qui fait
lintérét particulier de Particle et le rend
étonnant est la simplicité globale de la
méthode. Je ne crois pas que ’on ait publié
antérieurement au travail de Steven
Piantadosi une méthode aussi élémentaire
permettant de déterminer et calculer effecti-
vement un parametre p qui accumule des
informations en nombre illimité, et de faire
remonter ce qu’on a caché dans p en n’utili-
sant qu’une seule fonction construite a partir
des fonctions élémentaires de I’analyse clas-
sique (sin, arcsin, exponentielle, etc.).

Les physiciens utilisent des nombres réels,
mais sans jamais prendre en compte plus de
20 ou 30 décimales (voir Particle de cette rubrique
de décembre 2019) . Aussi ne donneront-ils aucun
sens a des modeles comme celui suggéré par la
fonction prodigieuse de Steven Piantadosi, qui
ne fonctionne que si ’'on accepte de manipuler
des centaines de chiffres significatifs.

Si 'on examine de pres la fonction f, (x)
quand le parametre p a été fixé, on s’apercoit
qu’elle oscille violemment et que les valeurs
quelle prend aux nombres entiers 0, 1, ..., n
ne sont en rien représentatives de ce qui se
passe pour les x compris entre O et 1, entre 1
et 2, entre 2 et 3, etc.

Si Pon dessine (autant qu’on peut le faire)
tout le tracé de la fonction f, (x) entre O et n, on
ne voit pas du tout 'image que produit le dessin
quand on ne retient que les valeurs def, (x) pour
x=0, 1, ..., n. On voit un zigzag serré qui noircit
presque tout le rectangle [0,7]x [0, 1]. Le tracé
de la fonction f,(x) passe bien tout pres des
points de coordonnées (0, y,), (1, y1), ...,
(n,y,), mais il le fait sans limiter ses variations,
alors que c’est ce qu’on attend d’une bonne
fonction d’interpolation: on désire cette der-
niere aussi lisse que possible.

Citons les commentaires de Steven
Piantadosi concernant sa fonction
miraculeuse:

Lexistence d’une fonction aussi simple avec une
telle liberté de comportement illustre un probléme
plus fondamental. Elle montre que la complexité
d’un modele ne peut pas étre évaluée en comptant
ses parameétres.

Plus généralement, Putilisation non critique
d’une approche par dénombrement de parametres
ignore qu'un seul paramétre a valeur réelle
contient potentiellement une quantité illimitée
d’informations puisque, pour spécifier entiérement
un nombre réel, un nombre infini de bits doit I’étre,
ce qui d’ailleurs est en soi problématique. Un autre

fait notable est que ’ensemble des nombres réels >

UNE PREMIERE FONCTION MIRACULEUSE

1/2

D(x) = 2x mod 1

0 1/4

oit D la fonction telle que

D(x) =2x pour 0 < x < 1/2 et
D(x)=2x —1pour1/2<x<1. Cela
peut écrire : D(x) = 2x mod 1.

La fonction x mod 1, parfois
appelée partie fractionnaire de x,
ne garde que ce qui est apres la
virgule : 2,37 devient 0,37 ;
219,2222 devient 0,2222.

Appliquée a un nombre écrit
en binaire, par exemple
x =0,110111101,, la fonction D(x)
donne un nombre ayant le méme
développement binaire que x,
sauf que le premier chiffre apres
la virgule a disparu :
D(0,110111101,) = 0,10111101,.
L'explication est simple. D'une
part, 2x décale le développement
binaire d'un chiffre vers la gauche
(c'est comme en base 10 quand on
multiplie un nombre par 10), et
donc 0,110111101, devient
1,10111101, ; d'autre part, 2x mod 1
enléve le 1 devant la virgule s'il y
enaun.

Considérons maintenant la
fonction D* obtenue en appliquant
k fois de suite la fonction D :

D¥(x) = D(D(... (D(x)...)), k fois.

La fonction D¥(x) fait glisser les
chiffres binaires de x de k places
vers la gauche et élimine

les k premiers chiffres :

D¥(x) = 2 x mod 1. Par exemple,
D*(0,110111101,) = 0,11101,.

Soient des nombres y,, y;, ..., Vi
compris entre 0 et 1, chacun écrit
en base 2 avec r chiffres apres la
virgule. Exemple pourr =5 et
n=2:
¥, =0,10111, ; y, = 0,11001, ;
y,=0,01011,

Soit p =0,101111100101011, obtenu
en mettant les uns derriére les
autres les chiffres de y,, y; et y,.
Ona:

p =D%p) =0,101111100101011,
DYp) =0,01111100101011,

D¥p) = 0,1111100101011,

D3(p) = 0,111100101011,

D*(p) = 0,11100101011,
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D3(p) = 0,1100101011,, etc.

Ainsi, D°(p) correspond a y, sur
les 5 premiers chiffres binaires,
DA(p) correspond a y, sur

les 5 premiers chiffres binaires,
D*¥(p) correspond a y, sur les

5 premiers chiffres binaires, etc.

Ce procédé place donc dans
les chiffres binaires de p les
chiffres binaires des données y,,
Y- Yo @Vec une précision de
r chiffres binaires pour chacun,
ce qui permet, en appliquant
r fois de suite la fonction D,
d'avoir successivement y,, y,,...,
Y. a chaque fois avec une
précision de r chiffres binaires.

En résumé, p contient, cachés
dans ses chiffres binaires, les
nombres y,, y,, ..., ¥, avec une
précision de r chiffres binaires
pour chacun, et la fonction D,
appliquée de maniere répétée a p,
retrouve ces nombres cachés.

Soit maintenant la fonction E,
définie par E,(x) = D*(p), dont
la variable est x et qui dépend
du parametre p.Ona:

E,(0) = y, avec une précision
de r chiffres binaires,

E,(1) = y, avec une précision
de r chiffres binaires,...,
E,(n) = y, avec une précision
de r chiffres binaires.

En choisissant bien le
paramétre p, la fonction E,(x)
est donc capable de redonner
les nombres y,, y,,..., ¥, avec une
précision de r chiffres binaires.
Siles données ne sont pas
comprises entre 0 et 1, on s'y
ramene en divisant tout par un
nombre assez grand.

Ainsi, en ajustant bien son
parametre p, la fonction E,(x)
suffit pour retrouver tout jeu fini
de données. Ce n'est pas le résultat
annoncé concernant la fonction
f,(x) = sin*(2" arcsin(+/p)),
mais nous y sommes presque.
L'encadré 4 explique comment
y parvenir.
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