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Jean-Paul Delahaye  
a notamment publié : 
Les mathématiciens  
se plient au jeu,  
une sélection de ses 
chroniques parues 
dans Pour la Science 
(Belin, 2017). >

L’AUTEUR

JEAN-PAUL DELAHAYE
professeur émérite 
à l’université de Lille 
et chercheur au 
laboratoire Cristal 
(Centre de recherche 
en informatique, signal  
et automatique de Lille) 

DeS FoNCTIoNS 
moNSTrUeUSeS 
mAIS UTILeS

En imaginant des fonctions bizarres et au comportement 
inhabituel, les mathématiciens mettent à l’épreuve  
leurs intuitions. Ces fonctions se révèlent aussi pertinentes  
pour modéliser certains phénomènes naturels.

L
es mathématiciens ont longtemps 
associé l’idée de continuité d’une 
fonction (et de son graphe) et l’exis-
tence de tangentes aux points de son 
graphe, et ils pensaient que ces tan-
gentes existaient partout hormis en 

quelques points isolés quand la fonction est 
continue. André-Marie Ampère tenta en 1806 de 
le démontrer, mais échoua. En fait, l’hypothèse 
était fausse : il existe des fonctions continues 
dont le graphe n’a de tangente en aucun point !

Au début, ces fonctions « monstrueuses » ont 
gêné les mathématiciens. Ainsi, en 1893, Thomas 
Stieltjes écrivait à Charles Hermite : « Je me 
détourne avec effroi et horreur de cette plaie 
lamentable des fonctions continues qui sont sans 
dérivée. » Henri Poincaré lui-même n’aimait pas 
ces fonctions tératologiques et les considérait 
comme un jeu stérile et irrespectueux des tradi-
tions : « La logique parfois engendre des 
monstres. On a vu surgir toute une foule de fonc-
tions bizarres qui semblaient s’efforcer de res-
sembler aussi peu que possible aux honnêtes 
fonctions qui servent à quelque chose. Plus de 
continuité, ou bien de la continuité, mais pas de 
dérivées. […] Autrefois, quand on inventait une 
fonction nouvelle, c’était en vue de quelque but 
pratique ; aujourd’hui, on les invente tout exprès 
pour mettre en défaut les raisonnements de nos 
pères, et on n’en tirera jamais que cela. »

Le jugement des mathématiciens a bien 
changé ! Ils considèrent aujourd’hui que ces 
fonctions inattendues sont des garde-fous utiles, 

car non seulement connaître leur existence nous 
évite de tenter des démonstrations impossibles, 
mais elles affinent notre compréhension des 
concepts de continuité et de dérivabilité. 

De plus, ces fonctions monstrueuses sont à 
l’origine de la géométrie fractale, qui sert à 
modéliser toutes sortes de phénomènes natu-
rels, le mouvement brownien par exemple. 
Finalement nous savons maintenant que ces 
« monstres » sont présents dans l’univers phy-
sique et ne sont en rien artificiels. Nous allons 
en présenter quelques-uns pour le plaisir de 
l’étonnement.

DISCONTINUITÉ MAXIMALE
La notion de continuité s’envisageait d’abord 

globalement. Par exemple, les fonctions x → x2  
ou x → sin(x) sont continues partout où elles 
sont définies, c’est-à-dire sur l’ensemble ℝ des 
nombres réels. Pourtant, en approfondissant 
notre compréhension, on a découvert que la 
continuité était une notion ponctuelle : on peut 
définir la continuité en un point, et en chaque 
point de son ensemble de définition une fonc-
tion peut être continue ou non. 

Nous nous limiterons aux fonctions de ℝ 
dans ℝ et distinguerons parmi les nombres réels 
les nombres rationnels, de la forme  p/q où 
p et q sont des entiers, comme 0,4 = 2/5, et les 
nombres irrationnels qui ne peuvent se repré-
senter sous cette forme, comme √–  2. La façon la 
plus simple de définir la continuité est de dire 
que f est continue au point x si, à chaque fois que 

LoGIQUe & CALCUL
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