en 1885 par Ludwig Scheeffer, qui était un éleve
de Georg Cantor.

La définition la plus simple de & consiste a
la considérer comme une limite de fonctions
h,, h,, I, ... La fonction continue 4, vaut 0 en o,
1/2 sur le tiers médian de l’intervalle [0, 1], et 1
en 1, et 'on rejoint ces éléments du graphe par
des segments de droite (voir Pencadré 3). La
fonction &, vaut o, 1/4, 1/2, 3/4, 1 pour, respecti-
vement, o, les intervalles [1/9, 2/9], [1/3, 2/3],
[7/9, 8/9], et 1. Et ainsi de suite.

La fonction & est étrange. Elle est continue
et presque partout constante (de dérivée
nulle), c’est-a-dire partout sauf sur un ensemble
négligeable. Et pourtant, elle réussit 8 monter
de o a1:elle ne change de valeur «qu’en douce»
sur un ensemble de mesure nulle tout en res-
tant continue!

Bien sfir, toutes sortes de variantes existent
de cette fonction, qui par exemple sont conti-
nues et dérivables, presque partout de dérivée
nulle et qui pourtant montent et descendent,
voire passent par tous les points qu’on veut s’ils
sont en nombre fini.

Notons que notre intuition que «si une fonc-
tion a une dérivée nulle presque partout, alors
elle est constante» n’est pas entierement fausse.
On démontre en effet que si une fonction a une
dérivée nulle sur un intervalle de R, sauf pour les
points d’un ensemble dénombrable, alors elle est
constante. Dans le cas de la fonction & de Cantor,
la dérivée est nulle sauf sur les points de I'en-
semble de Cantor, lequel est certes de mesure
nulle, mais est infini non dénombrable.

La fonction h permet d’éviter des erreurs,
comme celle du Germano-Balte Axel Harnack
qui, en 1882, avait cru démontrer que si une
fonction a une dérivée nulle sur un intervalle
a ’exception des points d’un ensemble de
mesure nulle, alors elle est constante.

FONCTIONS CONTINUES PARTOUT
MAIS DERIVABLES NULLE PART
Venons-en a la catégorie de monstres qui a
le plus étonné les mathématiciens, les fonc-
tions continues partout et dérivables nulle part.
Pour une fonction f, étre dérivable en un
point x signifie que quand y s’approche de x, le
rapport [f(x)-f(¥)]/(x-y) tend vers une limite
finie, la «dérivée en x». Le concept est naturel:
la dérivée (par rapport au temps) de la distance
parcourue par un véhicule a I'instant ¢ est sa
vitesse a cet instant. Géométriquement, l'exis-
tence d’une dérivée en x de la fonction fsignifie
que le graphe de fa une tangente en x. S'ilya une
cassure du graphe, comme c’est le cas en o pour
la fonction valeur absolue |x|, alors la fonction
n’est pas dérivable en ce point. L'idée que la
continuité d’'une fonction sur un intervalle oblige
a étre assez réguliere est naturelle, et 'on pouvait
donc croire que si une fonction est continue sur
un intervalle, a ’exception de quelques points

(comme pour la fonction |x|), la fonction devrait
y étre dérivable.

Le 18 juillet 1872, le mathématicien alle-
mand Karl Weierstrass présenta a ’Académie
des sciences de Berlin un exemple de fonction
continue sur R tout entier et qui n’est pourtant
dérivable en aucun point. La fonction proposée
résultait de manipulations habituelles sur les
fonctions continues dérivables partout: il s’agit
d’une somme infinie de telles fonctions. La for-
mule de Weierstrass est:

o0
Jap(x) = Z a" cos (")
n=0

Si ’on prend pour coefficients un nombre
réel a tel que o<a<1 et un entier b tel que
ab>1+3m/2, on montre que f, , est continue sur R
mais n’est dérivable nulle part. Sil’on ne fait la
somme que jusqu’a un entier k, on obtient une
fonction continue et dérivable qui oscille de plus
en plus vite quand k augmente; cette oscillation,
qui correspond a une vibration accélérée de la
tangente au graphe, rend impossible ’existence
de la tangente quand k tend vers I'infini.

Weierstrass ne fut pas le premier a trouver
une telle fonction. Au moins deux mathémati-
ciens avaient précédé. Le premier est le mathé-
maticien tcheque Bernard Bolzano, qui trouva
une telle fonction vers 1830 mais dont les textes
sur le sujet ne furent redécouverts que bien plus
tard et publiés en 1922. Indépendamment,
vers 1860, le mathématicien suisse Charles
Cellérier trouva lui aussi une telle fonction,
publiée apres sa mort en 1890 (pour des détails,
voir la belle et tres complete these de Johan
Thim, disponible sur internet).

L’encadré 4 donne le dessin et I'idée d’une
autre fonction ayant les propriétés voulues, mais
plus facile a visualiser. Son graphe est nommé
«courbe du blanc-manger» (car elle ressemble
au dessert de méme nom) ou «courbe de
Takagi», d’aprés le mathématicien japonais Teiji
Takagi qui I’a décrite en 1901.

La courbe de Weierstrass a été I'une des
toutes premieres courbes fractales étudiées.
Pourtant, le calcul de la dimension de Hausdorff
du graphe de la fonction de Weierstrass (qui
mesure en quelque sorte son agitation) est
resté tres longtemps un probleme ouvert.
Conjecturé depuis plus de trente ans par Benoit
Mandelbrot, le théoreme qui indique que cette
dimension est égale a 2+In(a)/In(b) n’a été
prouvé qu’en 2017 par le mathématicien alle-
mand Gerhard Keller, et indépendamment par
le mathématicien chinois Weixiao Shen.

Insistons sur le fait que ces courbes
étranges font aujourd’hui encore I'objet de
nombreuses recherches. On en découvre de
nouvelles de la méme catégorie et on les ren-
contre en physique, ce qui prouve que ces
«monstres mathématiques» sont a la fois d’une
grande banalité et tres utiles... ®
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L’analyse informatique de milliers de portraits peints
en Europe montre que la confiance sociale ne cesse

d’augmenter depuis le xv* siécle.

laTair un peu tendu, voire méfiant,
et a tout le moins préoccupé. C’est
que Thomas Cranmer (1489-1556),
représenté par Gerlach Flicke
en 1545 (voir le tableau ci-contre),
avait fort a faire. Archevéque de
Canterbury, il eut a poser avec
Thomas Cromwell les fondations
de I’Eglise d’Angleterre sous le
regne du tyrannique Henri VIII,
désireux de voir annuler son
mariage avec Catherine d’Aragon. Le
monarque est célebre notamment pour
avoir fait exécuter deux de ses six
épouses. Ses successeurs n’étaient pas en
reste: Cranmer sera brilé sur ordre de la
catholique Marie I*, dite Marie la san-
glante (Bloody Mary).

Pres de trois siecles plus tard, sir
Matthew Wood (1768-1843) sur le tableau
d’Arthur William Devis peint vers 1815
(voir le tableau page ci-contre) semble plus
assuré, plus affirmé, plus confiant envers
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son entourage, et il a de quoi afficher
cette expression. Ce fils de tisserand fut
tour a tour lord-maire de Londres, élu au
parlement et enfin anobli.

Ces portraits qui prenaient des mois
a etre réalisés portent un message et
relevent d’une stratégie de communica-
tion du commanditaire. En un mot, ils
sont le reflet d’une époque. Mais ces deux
exemples sont-ils représentatifs d’une
évolution a plus grande échelle d’un gain
de confiance traversant I’histoire? C’est
ce que semblent prouver les résultats de
Nicolas Baumard, de I'institut Jean-Nicod
(ENS, EHESS, PSL) et de ses collegues de
IInserm, de Sciences Po et du Cevipof. A
travers I’étude d’environ 2 0oo portraits
d’Européens datés de 1505 a 2016 et
conservés a la National Portrait Gallery,
a Londres, ils ont montré qu’au fil des
siecles, les expressions de confiance et de
sympathie se faisaient plus nombreuses
sur les visages représentés, alors que les

Les visages de Thomas Cranmer (ci-dessus) et de

sir Matthew Wood (& droite) montrent, lorsqu'ils
sont analysés par un algorithme (dans les
cartouches, les points colorés indiquent ceux pris en
compte par le programme) aux c6tés de pres de
2000 autres portraits, que la confiance sociale n'a
cessé d'augmenter depuis la fin du Moyen Age.

signes d’une certaine méfiance disparais-
saient. La transition de Thomas Cranmer
vers Sir Matthew Wood serait bien une
tendance générale.

Comment s’y sont pris les scienti-
fiques? Ils ont cong¢u un algorithme
d’analyses d’images qui a appris a lire
P’expression de visages selon par exemple
le sourire ou la forme des sourcils. Ce
programme d’apprentissage automatique
a été «formé» a partir de quatre corpus
d’images, des photographies, pour les-
quelles le sentiment de confiance exprimé
avait déja été estimé par d’autres tech-
niques. Lors de cette phase d’apprentis-
sage, les biais relatifs a I’age, au sexe, a





