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LOGIQUE & CALCUL

LES DÉLICATS 
PARADOXES  
DE BERRY  
ET DE SKOLEM
Pour contourner les paradoxes de la définissabilité,  
il est nécessaire de distinguer théorie et métathéorie.

termes que nous pouvons utiliser quand nous 
traitons de nombres ou d’ensembles. Le terme 
« définissable » ne fait pas partie du langage de 
base de la majorité des théories car, le plus sou-
vent, nous n’en avons pas besoin pour faire des 
mathématiques. Il n’est donc pas possible, au 
sein des systèmes axiomatiques habituels 
comme l’arithmétique de Peano ou de la théorie 
des ensembles ZFC (pour Zermelo-Fraenkel 
avec axiome du choix, voir l’encadré 2), de consi-
dérer le plus petit entier positif non définissable 
en moins de 19 mots. Ouf !

Notons quand même que « vu de l’exté-
rieur », on dit de la métathéorie, nous pouvons 
envisager le plus petit entier positif non défi-
nissable dans la théorie T en moins de k sym-
boles. Dans le cas de l’arithmétique de Peano, 
nous pouvons envisager, de ce point de vue 
extérieur, pour chaque entier k un « plus petit 
entier positif non définissable en moins de 
k symboles ». Pour k assez petit, par exemple 
k = 1 ou k = 2, ce plus petit entier est 0, car 
aucun entier n’est définissable dans la théorie 
en moins de 1 ou 2 symboles !

Approfondissons cela en précisant ce que 
nous entendons par « définition ». Prenons un 
exemple, en définissant le nombre √–2. Nous 
dirons que c’est le nombre x positif dont le 
carré est égal à 2, c’est-à-dire tel que x 2 = 2. Si 
nous omettions la précision que x est positif, la 
définition n’en serait pas une, car – √–2 serait 

orsque nous formulons une défi-
nition, nous risquons d’être victimes d’un para-
doxe. L’exemple le plus simple reste le paradoxe 
de Berry, présenté par Bertrand Russell 
en 1906. Considérons : « Le plus petit entier 
positif non définissable par une expression en 
français ayant moins de dix-neuf mots. » 

Tout semble clair. En utilisant les mots de la 
langue française, qui sont en nombre fini, 
disons 60 000, et en s’imposant d’en utiliser au 
plus 18, on ne peut définir qu’un nombre fini 
d’entiers positifs (moins de 60 000 + 60 0002 
+ ... + 60 00018 ≈ 1086). Comme il y a un nombre 
infini d’entiers, il existe donc des entiers positifs 
non définissables par une expression de moins 
de 19 mots. Il y en a un plus petit défini par l’ex-
pression donnée plus haut entre guillemets. 
Hélas, là réside la difficulté : cette expression 
comporte 18 mots et définit donc en moins de 
19 mots un entier positif non définissable par 
une expression de moins de 19 mots ! Absurdité.

SE PROTÉGER DES PARADOXES
Heureusement, les logiciens ont su se pré-

munir contre les contradictions qui résulte-
raient en mathématiques de définitions de ce 
type. De telles définitions « autocontradic-
toires » contamineraient tout, puisqu’une seule 
contradiction en entraîne une infinité et rend 
inutile tout raisonnement. Pour cela, la 
méthode axiomatique fixe précisément les ht
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Nous allons examiner comment, 
paradoxalement, les paradoxes 
amènent des démonstrations. 

Pour cela examinons une version 
analogue du paradoxe de Berry :  
« Le plus petit entier positif non 
définissable en français en moins  
de 100 caractères ».

Avec un alphabet de 200 symboles 
(minuscules, majuscules, chiffres, 
signes de ponctuation, lettres 
accentuées, symboles supplémentaires 
*, $, €, &, # @, etc. ), il y a au plus 
200 + 2002 + ... + 20099 ≈ 6 × 10227 entiers 
définissables en moins de 
100 caractères.

Il existe donc des entiers positifs 
non définissables en moins de 
100 caractères et donc un plus petit.  
Le problème est que la phrase  
de définition n’a que 84 caractères  
et définit un entier positif  
non définissable en moins  
de 100 caractères ! 

Nous tirerons de ce paradoxe une 
démonstration produisant un résultat 
intéressant, dont voici le détail.

Nous nous fixons un langage de 
programmation, par exemple Python 
ou C++ et c’est aux programmes dans 
ce langage que nous nous référerons. 
Si, pour un entier n, il existe  
un programme de k caractères  
qui produit n comme résultat,  
nous dirons que « n est programmable 
en k caractères ».

Nous allons démontrer que  
« la fonction n → K(n) qui à tout 
entier n associe la taille K(n) du plus 
court programme produisant cet 
entier comme résultat n’est pas une 
fonction programmable ».

Supposons le contraire.  
Soit P le programme calculant K. 

Pour tout entier k donné, on sait 
grâce à P trouver le plus petit entier nk 
non programmable en moins  
de k caractères. Pour ce faire, nous 
calculons K(0), puis K(1), etc. jusqu’à 
trouver le premier entier n tel que 
K(n) > k.

Puisque K est programmable, cette 
méthode donne un programme P’ qui, 
quand nous lui donnons k, calcule nk. 
Le programme P’, qui dépend du 
paramètre k, donne pour chaque k un 
programme P’k calculant nk , qui est le 

même que P’, sauf que k est spécifié, 
par exemple dès le début du 
programme.

Dans le programme P’k, l’entier k 
n’est présent qu’une fois (on écrit par 
exemple k = 32 431 au début). On peut 
supposer qu’on écrit la valeur de k  
en notation décimale. La longueur  
du programme P’k est de la forme 
[log10(k)] + C, car, pour écrire un 
entier en décimal, il suffit d’utiliser 
[log10(k)] + 1 caractères où 
[m] désigne la partie entière de m.  
La constante C est la longueur de  
ce qui, dans le programme P’k, n’est 
pas l’écriture de k. 

Nous savons que ([log10(k)] + C)/k 
tend vers 0 quand k tend vers l’infini. 
Donc pour un k0 assez grand, 
([log10(k0)] + C)/k0 est inférieur à 1, 
d’où [log10(k0)] + C < k0.

C’est absurde car, pour un tel k0, 
le programme Pk0

 a pour longueur 
[log10(k0)] + C, qui est strictement 
inférieur à k0 , et calcule nk0

, qui, par 
définition, est un entier non 
calculable par un programme de 
longueur inférieure à k0. 

Conclusion : la fonction n → K(n) 
n’est pas une fonction calculable  
par programme.

Cette utilisation du paradoxe  
de Berry a été découverte par 
Gregory Chaitin, qui a aussi proposé 
une démonstration alternative à celle 
de Gödel utilisant le paradoxe de 
Berry pour démontrer le théorème 
d’incomplétude (voir G. J. Chaitin, 
The Berry paradox, Complexity, 
vol. 1, pp. 26-30, 1995).

1
LES PARADOXES SUGGÈRENT  
DES DÉMONSTRATIONS

aussi défini par la formule x 2 = 2. Avec cet 
exemple, nous comprenons qu’une défini-
tion P(x) de la théorie T est une formule uti-
lisant la variable x et écrite dans le langage 
limité de la théorie. La formule P(x) est consi-
dérée, par la métathéorie, comme la définition 
d’un objet précis si la théorie T peut démon-
trer avec ses axiomes que P(x) n’est vérifié 
que par un seul élément. Formellement, cela 
signifie que la théorie démontre que 
∀x ∀y ((P(x) ∧ P(y)) ⇒ x = y) (pour tout x et 
pour tout y, si P(x) et P(y), alors x = y).

Dans le cas de l’arithmétique de Peano, si 
pour P(x) on prend « x = 0 », c’est bien une défi-
nition de 0 et elle contient 3 symboles.

Avec cette définition de « définissable » il y 
a bien, en ce qui concerne la métathéorie, pour 
chaque entier k un plus petit entier non défi-
nissable dans T en moins de k caractères, mais 
cet entier ne gêne pas la théorie T elle-même 
car, en quelque sorte, elle ne le sait pas ! 

PAS DE NOTION ABSOLUE  
DE LA DÉFINISSABILITÉ

La notion métathéorique de définissabilité 
dépend du langage de la théorie qu’on consi-
dère, car elle dépend des formules P(x) que la 
théorie peut écrire et de ce que la théorie peut 
en démontrer : il n’y a pas de notion absolue de 
définissabilité. La logique mathématique a fait 
apparaître au XXe siècle des vérités d’une excep-
tionnelle profondeur dont on n’avait pas 
conscience auparavant. Parmi elles, il y en a 
plusieurs précisant qu’un concept est absolu 
ou au contraire relatif. Citons trois cas.

A. La notion de « calculable par algorithme » 
est absolue. C’est ce qui résulte des travaux 
d’Alonzo Church, Kurt Gödel et Alan Turing 
dans les années 1930. Toutes les méthodes rai-
sonnables pour définir la notion de fonction 
calculable par algorithme, à la grande surprise 
des logiciens, aboutissent à la même notion 
mathématique, parfois dénommée « fonction 
récursive », ou « fonction calculable par 
machine de Turing ». 

B. La notion de « vérité mathématique 
démontrable », à l’inverse, est toujours relative 
à une théorie formelle qu’il faut préciser. C’est 
l’une des conséquences des théorèmes d’incom-
plétude de Gödel ; ceux-ci montrent que toute 
théorie intéressante peut formuler des énoncés 
dont elle ne peut prouver ni qu’ils sont vrais ni 
qu’ils sont faux. Par exemple, l’énoncé 
« L’arithmétique de Peano ne produit aucune 
contradiction » n’est pas démontrable dans 
l’arithmétique de Peano (sauf si l’on découvre 
une telle contradiction), mais la théorie ZFC des 
ensembles, elle, peut le démontrer. Il résulte de 
cette vérité profonde sur les mathématiques 
que, pour progresser, il faut non seulement trou-
ver de nouvelles démonstrations – c’est le travail 
de base du mathématicien –, mais aussi formuler ht
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Gregory Chaitin
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