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a la réalisation, bien concrete, elle, des
ordinateurs programmables. Mais un
écoulement fluide peut-il aussi simuler
une machine de Turing universelle?

En 2014, cette question a pris une
tout autre dimension sous 'impulsion de
Terence Tao. Ce mathématicien de I'uni-
versité de Californie a Los Angeles a sug-
géré que si un fluide est Turing-complet,
il serait possible de l'utiliser pour démon-
trer la régularité des équations de Navier-
Stokes. Ces équations, qui régissent la
dynamique d*un fluide, posent en effet un
probleme aux mathématiciens: il n’est
pas démontré qu’elles sont régulieres,
c’est-a-dire que leurs solutions ne
divergent jamais vers des valeurs infinies
- ce qui serait physiquement inaccep-
table. La démonstration de la régularité
mathématique des équations de Navier-
Stokes est d’ailleurs 1'un des «sept pro-
blemes du millénaire» listés en 2000 par
linstitut Clay.

Certaines tentatives de preuve
reposent sur la conservation de ’énergie.
Terence Tao a voulu construire un
contre-exemple a partir d’'un modele-
jouet pour montrer que ce critere n’est
pas suffisant. Pour cela, il a cherché a
montrer que si un fluide a un comporte-
ment assez complexe pour faire des
calculs et constituer une machine de
Turing universelle, alors on pourrait
concevoir un algorithme fluide qui
conserverait ’énergie mais la concentre-
rait en un point de facon a obtenir une

singularité. Si, par cette approche, on
parvenait a prouver qu’on aboutit parfois
a des singularités en un temps fini, cela
signifierait que les équations de Navier-
Stokes ne sont pas régulieres.

Passer d’un modele-jouet aux vraies
équations de Navier-Stokes est cependant
tres difficile. «En 2018, en lisant le blog
de Terence Tao, j’ai réalisé qu’avec mes

Les fluides sont-ils
assez complexes
pour servir a effectuer
des calculs?

collegues, nous avions développé des
outils qui devaient nous permettre d’abor-
der ce probleme», raconte Eva Miranda.
Avec son équipe, elle a étudié¢ le cas des
équations d’Euler, qui correspondent a un
cas particulier des équations de Navier-
Stokes - correspondant aux fluides
incompressibles et de viscosité nulle. Les
chercheurs ont aussi restreint leur étude
a des solutions stationnaires, c’est-a-dire
indépendantes du temps. Ces chercheurs
ont alors montré qu’il était possible de
concevoir une machine de Turing univer-
selle avec un tel fluide. Le systéme prend
comme données en entrées un point de
P’espace tridimensionnel. Puis la machine

Exemple de réalisation d'une machine de Turing. Elle lit les données sur le ruban et, selon les regles
de I'algorithme implémenté, agira d'une fagon spécifique.

de Turing suit la trajectoire du fluide pas-
sant par ce point et donne en sortie la
position résultante.

Ce résultat a une conséquence surpre-
nante, car les machines de Turing sont
associé¢es a la notion d’indécidabilité.
En 1931, le mathématicien autrichien
Kurt Godel a démontré que, dans un cadre
axiomatique donné, certains énoncés
mathématiques sont indécidables: il est
impossible de prouver qu’ils sont vrais ou
faux. Turing a transposé ce concept a cer-
taines situations plus physiques. Il s’est
intéressé au «probleme de 'arrét» qui
consiste a déterminer, a partir de la des-
cription d’un programme et de ses don-
nées en entrée, si le programme terminera
son calcul en un temps fini ou s’il tournera
indéfiniment. Turing a démontré qu’il
était impossible de concevoir un algo-
rithme général qui résout le probleme de
l’arrét quel que soit le programme donné.
Le probleme de larrét est donc indéci-
dable pour les machines de Turing.

Ainsi, Eva Miranda et ses collegues
ayant montré que leur systeme fluide
était capable de simuler une machine de
Turing universelle, ce systeme doit pré-
senter une part d’indécidabilité. Les cher-
cheurs ont établi une correspondance
précise entre le probleme de l'arrét et le
calcul des trajectoires du fluide. A long
terme, le comportement du fluide est
donc indécidable: aucun algorithme ne
peut garantir qu’une particule fluide,
quelle qu’elle soit, passera ou non a un
endroit donné en un temps fini.

Qu’en est-il du programme de
Terence Tao pour prouver la régularité ou
non des équations de Navier-Stokes? Eva
Miranda et ses collegues ont montré que
certains écoulements pouvaient en prin-
cipe étre utilisés pour concevoir une
machine de Turing universelle. «Notre
démonstration a un prix: elle fonctionne
dans une géométrie particuliere, ou les
distances sont déformées et qui ne cor-
respond pas a la géométrie euclidienne de
notre monde. Nous travaillons a alléger
cette contrainte », souligne Eva Miranda.
La conception d’une telle machine
capable de concentrer de ’énergie en un
point pour former des singularités dans
notre monde réel reste une question
ouverte... ®
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