les uns contre les autres. Cela se produit d’une
maniere tres ordonnée, méme si notre esprit a
un peu de mal a la saisir.

Le raisonnement mathématique s’impose.
Il confirme que ’ensemble des nombres
fusibles n’est pas un désordre inextricable,
mais un objet soigneusement et rigoureuse-
ment agencé. Un premier résultat sur le
nombre de meches nécessaires pour arriver a
un nombre fusible p se démontre par un rai-
sonnement par récurrence. Il prouve que les
nombres fusibles appartiennent tous a une
catégorie bien particuliere de nombres réels.

A LA RECHERCHE DE L'ORDRE
DES NOMBRES FUSIBLES

Ce premier résultat est que F ne contient
que des nombres dyadiques, c’est-a-dire de la
forme k/2", ou k et n sont des entiers positifs.
IIs sont I’équivalent pour la numération binaire
des nombres décimaux: dans le systeme
binaire, leur écriture est finie.

Pour le démontrer, on suppose que tous les
nombres fusibles auxquels on peut accéder en
utilisant k meches au plus sont dyadiques. On
voit, d’apres la formule donnant a~b, que c’est
encore vrai pour ceux qu’on atteint avec
k+1 meches, et donc c’est vrai pour tous les
nombres fusibles.

Une conséquence de ce résultat est que
F contient une infinité dénombrable d’élé-
ments; autrement dit, ses éléments pourraient
&tre NUMErotés Py, Pu, «o Pry -

Les deux résultats suivants sont plus diffi-
ciles a démontrer. Vous trouverez le détail des
raisonnements dans l’article des trois cher-
cheurs cités plus haut (voir la bibliographie).

D’abord, F est fermé au sens topologique,
ce qui veut dire que toute suite convergente de
nombres fusibles a pour limite un point qui est
lui-méme un nombre fusible.

Ensuite, F ne comporte pas de suite
décroissante infinie ou, ce qui revient au
méme: pour tout nombre fusible p, il existe un
nombre £>0 tel que intervalle Ip, p+e[ (C’est-
a-dire les nombres x vérifiant p<x<p+e) ne
contient aucun autre élément de F.

Dit encore autrement, le dernier résultat
signifie qu’il y a des points limites quand on va
vers la droite, mais qu’il n’y en a pas quand on
va vers la gauche. C’est un peu étonnant, mais
en regardant bien le dessin (méme seulement
jusqu’a 3/2), on comprend que ¢a n’est en rien
absurde.

Notons aussi qu’entre 0 et 1, il n’y a aucun
autre nombre fusible que ceux mentionnés,
c’est-a-dire de la forme 1-1/2" avec 7 entier.

Ceux qui ont déja entendu parler des
nombres ordinaux de Georg Cantor (1845-1918)
ont reconnu que les nombres fusibles sont pro-
bablement liés a de tels nombres. C’est effec-
tivement le cas et ’ensemble des nombres

Quand on cherche a savoir quel est
Uespace ne contenant pas de nombres
fusibles derriére les nombres entiers,
on tombe sur une fonction qui décroit
trés rapidement vers 0. Cet espace
libre derriere 1 est plus petit que

M(1) = 1/8. I est plus petit que

M(2) = 1/21° pour U'entier 2, et plus
petit que M(3) = 1/2154023%7 poyr 3.
Pour 4, on ne sait pas le calculer : le
calcul devient trop long, méme si on
sait qu'il est fini.

La fonction qui donne ce
majorant a une définition tres
simple:

Six<0,alors M(x)=-x;
six >0, alors M(x) = M(x - M(x - 1))/2.

Pour utiliser cette définition pour
une valeur x, on lance le programme
exprimant la définition et on le laisse
faire. Il lancera le programme pour
d’'autres valeurs y, qui lanceront le
programme pour d'autres valeurs,
etc. Au bout du compte, quel que soit
le x choisi, le programme conclura
- sila puissance de calcul de
lUordinateur est suffisante.

Considérons par exemple le
calcul de M(1) = M(1 - M(1 - 1))/2.

Le programme a besoin de
M(1 - 1) = M(0). Il lance donc le calcul
M(0) = M(0-M(-1))/2, ce qui lui fait

UNE FONCTION
INDECIDABLE ET IMPRATICABLE

demander M(-1). Le calcul de M(-1)
est immédiat et donne 1. Il peut donc
simplifier M(0 - M(-1))/2 qui devient
M(-1)/2, qui se simplifieen 1/2 :

M(0) = 1/2. Il doit donc maintenant
calculer M(1/2) = M(1/2 - M(1/2 - 1))/2,
etc. La suite du calcul est représentée
ci-dessous avec des notations
évidentes. Le tout aboutit a M(1) = 1/8.
Deux autres dessins représentent les
calculs pour M(3/2) = 1/32 et

M(2) = 1/1 024. Ca marche, mais ¢a se
complique !

Pour tout nombre réel x, la
fonction M termine toujours son
calcul. Jamais elle ne se met a tourner
en rond, ce qui se produirait si M(y)
appelait M(y). L'affirmation « la
fonction M termine toujours » se
démontre, mais en utilisant des
théories plus puissantes que
larithmétique de Peano. Méme en la
simplifiant en « la fonction M
termine pour tout entier », c'est une
affirmation indécidable de
larithmétique de Peano.

Avant la découverte de M,
on ne connaissait aucune fonction
aussi simple dont le comportement
échappait au pouvoir de
démonstration de l'arithmétique
de Peano.

5 M(3/2): M(a):
IH(J:&G)‘ mM(1/2); (-1)=1
| ni.l).l M(-1/2)=1/2 M{-1)=1
M(-1)=1 M(a): N(8)=1/2
| (-1)= M(-1)=1 M(1/2):
| m(e)=1/2 M(-1)=1 M(-1/2)=1/2
| m(1/2): M(B)=1/2 M(e):
| M(-1/2)=1/2 M(1/2)=1/4 M(-1)=1
I CIgepe M(5/4): M(-1)=1
' LU N(1/4): H(e)=1/2
I M(-1)=1 M(-3/4)=3/4 M(1/2)=1/4
| M(B)=1/2 M(-1/2)=1/2 M{1)=1/8
| m(1/2)=1/4 M(1/4)=1/4 M(5/4)=1/16
|M(1)=1/8 M(1): M(3/2)=1/32
H2): H(-3/8)=3/8 nee)=1/2
n(1): H{1/4): M(1/2)=1/4
H{B): M(-3/8)=3/4 nis/4):
R{-1)=1 M(-1/2)=1/2 ni174):
M{-1)=1 H{1/a)=1/4 H{ 3/4
H{8)=1/2 M{s/8)=1/8 M{-1/2)=1/2
H{1/2): M{13/16)=1/16 H{1/a)=1/4
M{-1/2)=1/2 H(7/4): H(1):
M{@): M{3/4): LIGH
M(-1)=1 M{-178)=1/4 M{-1)=1
M(-1)=1 M{1/2): M{-1)=1
nM{@)=1/2 M(-1/2)=1/2 H{e)=1/2
M{1/2)=1/4 m(a): H{1/2):
bt M(-1)s1 M{-1/2)=1/2
H(15/8): #M(-1)=1 Me):
H(7/8): H(8)=1/2 M(-1)=1
R{-1/8)=1/8 H{1/2)=1/4 H(-1)a1
M{3/a): M{3/a)=1/8 M{@)=1/2
B(-1/4)=1/4 M{13/8): H{1/2)=1/4
M(1/2): H(5/8): A(1)=1/3
M(-1/2)=1/2 n(-3/8)=3/8 (5/4)=1/16
hie): M(174): M(3/2)=1/32
A(-1)=1 M(-3/4)=3/4 M(13/8)=1/64
M(-1}=1 M(-1/2)=1/2 M(7/4)=1/128
Mi@)=1/2 M{1/4)=1/4 H{29/16)=1/256
M(1/2)=1/4 M{5/8)=1/8 H{15/8)=1/512
M{3/4)=1/8 M(3/2): M(2)=1/10824
N(7/8)=1/16 Mi1/2):
M(29/18) M(-1/2)=1/2
M{13/16): mi@): = =10
M(-3/16)=3/16 W-1)=1 M(2)=2
M(5/8): M{-1}=1
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fusibles possede une structure équivalente a
celle de ’ordinal g, dont nous allons expli-
quer la nature.

Certains ensembles ordonnés E ont la pro-
priété d’étre «bien ordonnés», ce qui veut dire
que tout sous-ensemble de E possede un plus
petit élément. C’est le cas de "'ensemble N des
entiers positifs ou nuls. Il est en effet bien clair
que tout sous-ensemble S de N possede un plus
petit élément: il y a un plus petit nombre
impair, qui est 1; il y a un plus petit nombre
entier a la fois multiple de 2, 3 et 5, qui est 30;
etc. ensemble R des nombres réels, lui, n’est
pas bien ordonné car, par exemple, le sous-
ensemble constitué des nombres réels stricte-
ment positifs n’a pas de plus petit élément.

LES ORDINAUX DE CANTOR
A LA RESCOUSSE

Les ordinaux découverts par Cantor
désignent les différentes sortes d’ensembles
bien ordonnés. En utilisant la notation propo-
sée par le mathématicien d’origine hongroise
John von Neumann, il y a d’abord les ordinaux
finis 0, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, etc. L’ensemble
{0, 1, 2, ..., n} muni de la relation d’ordre
0<1<2<...<nest, pour von Neumann, ’ordinal
n+1.

L’ensemble de tous les entiers, nous I’avons
dit, est bien ordonné. On le note ® dans ce
contexte. En prenant ’ensemble des entiers
auquel on ajoute @ (considéré comme un élé-
ment), on obtient 'ordinal noté w+1, qui est
{0, 1, ..., n, ...} U{w}, soit {w, 0, 1, ..., 1, ...}.
Cet ensemble est effectivement bien ordonné
si ’on convient que o est un nombre nouveau
ajouté aux entiers et qu’il est plus grand que
tous les entiers.

L’ordinal o est le premier ordinal transfini
de Cantor. L’ordinal o +1 est le second ordinal
transfini de Cantor. On continue de la méme
facon en posant, pour tout entier positif n:

w+(n+1) = (w+n) Uio+n}.

Arrivé a ce point, on a une double série infi-
nie d’inégalités :

0<1<2<..<n<..<®

<w+l<o+2<@+3<..<@+n<..

Sans surprise, en regroupant tous ces ordi-
naux, on en obtient un autre: 2m. Pour des rai-
sons techniques, on préfere souvent le noter
®2, mais nous n’utiliserons pas cette
convention.

Si, maintenant, vous regardez ’encadré 2
en ne considérant que les nombres fusibles
jusqu’a 1 non inclus, vous reconnaitrez que
c’est un ensemble bien ordonné de type o,
C’est-a-dire du méme type que N. En ajoutant
le nombre 1, ¢’est un ensemble bien ordonné
de type o +1.

Toujours en examinant I’encadré 2 et cette
fois en ne considérant que les nombres fusibles
jusqu’a 5/4 non inclus, vous reconnaitrez que

c’est un ensemble bien ordonné de type:
20=10,1,...,n,..}U{o,0+1, .., o+n,..}.En
allant jusqu’a 11/8, on a 3w. Jusqu'a 23/16, on
a4w. Ne cherchez pas a aller trop vite, regardez
bien le dessin.

Au-dela de tous les n®, n entier, on a ®?, qui
est le type d’ordre des nombres fusibles
jusqu’a 3/2. C’est lui qui nous a fait utiliser les
mots «point limite double». Plus loin, le point
limite triple 7/4 correspond a l'ordinal ®°. Au
point limite quadruple 15/8 correspond I'ordi-
nal ®*, puis, au-dela de tous ces points limites
multiples, on arrive a 2 auquel correspond
Pordinal o®.

Est-ce tout? Non, car au-dela de 2 la
construction se poursuit. Les nombres
fusibles sont de plus en plus serrés. C’est
assez difficile a imaginer avec précision, mais
C’est pourtant la structure de F! On tombe sur
des tours de m:

o, 0, etc.

Plus grand que tous ces ordinaux colos-
saux, juste au-dessus, se trouve celui que ’on
note g, qui est I’ordinal correspondant a
Pordre sur les nombres fusibles. Il y a bien
d’autres ordinaux encore au-dela de g, mais
ils ne concernent plus les nombres fusibles.
La totalité des nombres fusibles a un type
d’ordre correspondant a g, et c’est déja pas
mal!

UN ENONCE INDECIDABLE DANS
L'ARITHMETIQUE DE PEANO

Le dire est facile, le démontrer est plus dif-
ficile. C’est pourtant ce qu’ont fait les cher-
cheurs autour de Jeff Erickson. Cependant, ils
ont obtenu mieux encore. Ils ont considéré la
conséquence évidente de ce résultat concer-
nant F et g, ’énoncé G: «Pour tout entier natu-
rel n, il existe un plus petit nombre fusible
supérieur a n», et ils ont démontré que méme
si ’énoncé G s’exprime dans le langage de
larithmétique de Peano, celle-ci ne peut pas
démontrer G. Autrement dit, Paffirmation G est
un indécidable de ’arithmétique de Peano.

L’arithmétique de Peano est la théorie
dont on se sert pour traiter des nombres
entiers et des objets finis, et démontrer leurs
propriétés et relations. Les axiomes de Peano
contiennent les définitions de I’addition et de
la multiplication des entiers et affirment
P’exactitude du principe de raisonnement par
récurrence. On a démontré que arithmétique
de Peano est une théorie équivalente, en capa-
cité de démonstration, a la théorie des
ensembles dont on enleve ’axiome qui affirme
quil existe des ensembles infinis pour le rem-
placer par ’axiome qui affirme que tous les
ensembles sont finis.

On a espéré que cette théorie ne laisse
échapper aucune affirmation vraie concernant
les entiers et les objets finis. Les axiomes de





