; | MATHEMATIQUES
lA’hAE THEORIE DES CATEGORIES : LES MATHS A VOL D'OISEAU

comporte une surface. Ainsi, une baguette
(zéro trou) et un bretzel (trois trous) différent
fondamentalement d’un point de vue topolo-
gique, alors qu’une tasse et un beignet de type
donut sont similaires (un seul trou).

Méme un enfant peut comprendre cette
simple classification. Mais celle-ci peut étre
difficile a mettre en place de facon formelle. En
deux dimensions, il est souvent possible de
visualiser une forme pour en déduire le nombre
de trous et son invariant topologique. Mais
quand le nombre de dimensions augmente, le
probléme devient bien plus épineux.

Les mathématiciens ont donc cherché des
méthodes algébriques pour détecter les trous.
En 1895, Henri Poincaré a été 1’'un des pre-
miers a comprendre qu’une facon de faire
consiste a étudier toutes les courbes fermées
que peut contenir la surface considérée. Si
toutes ces courbes peuvent étre contractées
en un point comme un lasso sans quitter la
surface, alors ce dernier est dénué de trou.
C’est le cas d’une sphere (creuse). Sur un tore
ou un donut, on distingue deux types de
courbes qui ne peuvent pas se contracter en
un point (voir la figure page 35).

DES OBJETS ALGEBRIQUES POUR
LES ESPACES TOPOLOGIQUES

Cependant, les objets de la topologie, les
«espaces topologiques», ne sont pas toujours
aussi simples quune sphere ou un tore. Ils
peuvent étre des objets disjoints dans un espace
agrand nombre de dimensions, ou étre compo-
sés d’éléments issus d’étranges systemes de
nombres. IIs sont alors plus difficiles a classer.

Dans les années 1920, la mathématicienne
allemande Emmy Noether a remarqué qu’aux
espaces topologiques on peut associer non seu-
lement des entiers, mais aussi d’autres entités
algébriques, les groupes. Parmi les versions les
plus simples de ces derniers figurent les rota-
tions ou les réflexions d’une figure géométrique.
De fagon générale, la définition d’un groupe est
similaire a celle d’une catégorie: un groupe est
un ensemble d’objets qui se combinent les uns
avec les autres et qui présente un élément
«neutre» (comme Pest le 1 dans la multiplica-
tion usuelle entre nombres). Mais un groupe
doit satisfaire a une autre exigence: pour chaque
¢élément du groupe, il existe un «inverse», de
sorte que la combinaison de I’élément avec son
inverse donne I’élément neutre.

Comme Noether ’a découvert, il existe un
certain type de groupes, les «groupes d’homo-
logie», dont les nombres caractéristiques, que
l’on peut calculer, correspondent aux invariants
des espaces topologiques. Si 'on déforme un
espace sans changer les invariants associés, il
existe des transformations similaires sur les
groupes d’homologie, qui conservent également
leurs nombres caractéristiques. Des lors, s’il est
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Un foncteur relie une catégorie

a une autre et des transformations
naturelles permettent de passer
d'un foncteur a un autre.

Les mathématiciens ont généralisé
cette idée en définissant

des catégories de catégories.

Catégorie .

Transformation naturelle

difficile de calculer les invariants d’un espace
topologique, il peut étre plus simple de travail-
ler sur les groupes d’homologie associés.

Grace a ce résultat, Noether a inauguré une
nouvelle ére de la topologie algébrique. Etaient
propulsés sur le devant de la scéne non seule-
ment les espaces topologiques, mais aussi leurs
relations lorsqu’ils sont déformés de I’un vers
l’autre. Pour chaque transformation qui modi-
fie un espace sansy créer de nouveaux trous, il
existe une application reliant les groupes d’ho-
mologie associés (voir Pencadré page 37). Ainsi,
’objectif principal de la théorie des catégories,
qui consiste a mettre I’accent sur les relations
entre les objets, commencait déja a émerger et
n’attendait qu’a étre formalisé.

Avant son voyage a I'université du Michigan,
Eilenberg travaillait sur des groupes d’homolo-
gie d’espaces compliqués. Mac Lane, de son
cOté, travaillait sur des groupes qui apparaissent
en théorie des nombres. En effet, quand on relie
certains nombres par des relations, une struc-
ture de groupe y est souvent associée. Par
exemple, les nombres entiers munis de la loi
d’addition forment un groupe. Dans les régions
les plus abstraites de la théorie des nombres, il
est souvent plus efficace et utile d’étudier les
groupes associés que les nombres eux-mémes.

ATépoque de ses séminaires, Mac Lane s’in-
téressait aux corps (une sorte de généralisation
des nombres). Pour simplifier certains de ses
calculs, il avait reformulé son probleme grace a
Palgebre. Pour y parvenir, il avait construit un
type de groupe spécial, en utilisant une extension
de groupes. En termes simples, une telle opéra-
tion consiste a partir d’'un groupe G et a le faire
croitre al’aide d’'un autre groupe H, de telle facon
que le résultat soit encore un groupe.

Alors que Mac Lane lui présentait ses tra-
vaux, Eilenberg a aussitot reconnu 'extension
de groupe. Il ’avait déja croisée dans les tra-
vaux de son collegue Norman Steenrod, qui
lavait utilisée pour étudier un certain espace
topologique. Cet espace était obtenu en pre-
nant un premier tore et un second enroulé un
nombre p de fois a I'intérieur du premier. Le
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