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autres). Quand on considére un objet algébrique
comme une fonction sur un espace, on a besoin
de savoir comment il se comporte aux points de
contact entre les domaines collés. C’est a cette
étape que la théorie des faisceaux apporte une
aide précieuse.

Les faisceaux jouent aussi un role en phy-
sique, par exemple en théorie de la relativité
générale, qui décrit la déformation de I'espace-
temps due ala présence de masses ou d’énergie.
Le mouvement de la matieére dans un tel espace-
temps est alors obtenu en résolvant les équa-
tions du mouvement dans un espace courbe. Les
physiciens utilisent une astuce qui revient a ne
considérer quune petite portion de 'espace, qui
apparait alors plate (de la méme fagon que la
Terre nous semble plate autour de nous), puis
a résoudre les équations en chaque point de
I’espace-temps dans le cas d’un univers plat et,
ensuite, a assembler les différentes solutions.

Cependant, la théorie des faisceaux fonc-
tionne en général localement: elle permet
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d’étudier ce qui se passe au voisinage d’un
point dans I’espace, mais sans considérer la
structure globale. Par exemple, il n’y a pas de
différence lorsqu’on colle ensemble des fonc-
tions sur une surface cylindrique ou un ruban
de Mobius. Or en topologie, on insiste sur les
propriétés globales de 1’espace — auquel cas le
ruban de Mobius et le cylindre different fonda-
mentalement. Deés lors, au milieu des
années 1950, les mathématiciens cherchaient
une théorie des faisceaux homologique qui
expliquerait comment les caractéristiques glo-
bales d’un espace sont reliées a des objets algé-
briques définis dans cet espace.

Eilenberg pensait également qu’il devait
exister une théorie des faisceaux homologique.
Mais ni lui ni ses collegues ne parvenaient a en
construire une. Seul Grothendieck trouva une
solution, en prenant un détour et en considé-
rant d’abord les catégories. Contrairement a
Mac Lane et Eilenberg, qui utilisaient les caté-
gories pour résoudre des problemes particu-
liers, Grothendieck avait un objectif plus
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ambitieux. Il a entrepris de trouver un cadre
global qui étendrait la notion de théorie d’ho-
mologies. Par cette approche, il ne traitait pas
les catégories comme des outils, mais comme
une théorie a part entiere, fusionnant diffé-
rentes branches des mathématiques. Il a ainsi
mis au jour des connexions entre les connexions
et a ainsi compris comment certaines théories
d’homologies étaient reliées (il a trouvé des
applications qui permettent de passer d’une
théorie d’homologie a une autre). Il a aussi
développé de toutes nouvelles théories d’ho-
mologies, dont une incluant les faisceaux.

Apres ces découvertes révolutionnaires,
Grothendieck s’est tourné vers un nouveau
champ mathématique, la géométrie algébrique,
oul’on étudie la géométrie d’objets décrits par
des équations polynomiales (telles que
3x*y*+2x+6y*+5=0). La encore, il a profondé-
ment transformé la discipline grace a la théorie
des catégories.

Grothendieck a porté la géométrie algé-
brique & un niveau plus abstrait en étendant les
objets d’intérét au-dela des seuls polynomes,
aux «anneaux». Ces structures ressemblent a
des groupes, ala différence qu’elles sont munies
de deux opérations internes au lieu d’une
(comme P’addition et la multiplication). Par
exemple, les polyndmes (qui peuvent étre addi-
tionnés ou multipliés entre eux pour donner de
nouveaux polynémes) forment un anneau. En
étudiant des objets géométriques nommés
«schémas», définis non pas forcément par des
anneaux de polynoémes, mais plus généralement
par des anneaux, le mathématicien a mis au jour
des connexions inattendues entre la géométrie
algébrique et d’autres pans des mathématiques,
dont la théorie des nombres.

Grace aux découvertes de Grothendieck et
de bien d’autres qui ont montré la puissance de
la théorie des catégories, celle-ci gagna en
popularité. Dans sa these soutenue en 1963,
PAméricain William Lawvere alla méme plus
loin en suggérant qu’il faudrait batir toutes les
mathématiques sur la théorie des catégories,
plutot que sur la théorie des ensembles. I1 était
séduit par cette idée d’un cadre global dans
lequel ce n’est pas la nature précise des objets
qui compte, mais leurs connexions aux autres.
Cependant, peu de mathématiciens ont suivi
cette idée. Pour autant, note Tai-Danae Bradley,
«de nombreux mathématiciens pensent de
cette facon, méme s’ils n’utilisent pas explici-
tement les concepts ou les théoremes de la
théorie des catégories».

Les différences d’approche de la théorie des
ensembles et de la théorie des catégories sont a
la source de nombreux débats. Par exemple, la
définition de la notion d’équivalence differe dans
les deux cadres. En théorie des ensembles, il est
facile de montrer que deux entités sont iden-
tiques, car ces objets sont précisément définis.





