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DES SUITES 
FRACTALES 
D’ENTIERS
Une suite numérique fractale est une suite de nombres  
dont une partie la reproduit entièrement. La construction  
de tels objets stimule la créativité de nombreux passionnés.

J’ai sélectionné plusieurs suites illustrant 
ce qui retient l’attention et justifie qu’on les 
examine de près. Les suites fractales sont le fil 
directeur de notre voyage. 

LES SUITES FRACTALES
Comme les images ou les sculptures frac-

tales qui contiennent en elles-mêmes leur des-
sin ou leur forme, une suite fractale est une 
suite dont une partie d’elle-même redonne la 
suite à l’identique. On qualifie aussi une telle 
suite d’« autoréférente », d’« autodescriptive », 
ou d’« autosemblable ». Plusieurs définitions 
plus ou moins restrictives sont possibles. 
Commençons par la plus tolérante.

Une suite numérique (xn) est fractale s’il 
existe un opérateur T, différent de l’identité, 
T(xn) → (tn) qui, partant de (xn), redonne (xn), 
c’est-à-dire T(xn) =(xn). On dit aussi que (xn) 
est un point fixe de l’opérateur T.

Plus la suite (xn) sera alambiquée ou inat-
tendue et plus l’opérateur T sera simple (sans 
être l’opérateur identité), plus la nature frac-
tale de la suite nous étonnera et plus il sera 
intéressant d’explorer ses propriétés. Voyons 
des suites connues qui satisfont la définition. 

La suite (xn) = (2n) = (1, 2, 4, 8, 16, ...) est 
fractale car c’est un point fixe de l’opérateur T1 

qui enlève le premier terme de la suite et divise 
tous les termes par 2 : tn = xn + 1/2. On peut aussi 
considérer l’opérateur T2, inverse du premier : il 
double chaque terme et ajoute le terme 1 devant 

L’intérêt pour les suites de 
nombres entiers provient de leur nature 
concrète et immédiate : tout le monde sait qu’il 
y a une suite des carrés parfaits (1, 4, 9, 16, 25, …) 
et une suite des nombres premiers (2, 3, 5, 7, 
11, 13, …). Leurs termes sont faciles à déter-
miner et parfois à calculer. De surcroît, ces 
suites sont, sauf exception, sans limite et elles 
rendent l’infini immédiat et tangible. Elles sug-
gèrent aux mathématiciens de multiples ques-
tions : que deviennent les termes de la suite ? 
Quelles formules donnent accès directement 
au n-ième terme, ou à partir du précédent (for-
mules de récurrence) ? Quels liens entre-
tiennent ces suites ? Etc.

Les suites numériques sont parfois 
étranges, difficiles, voire totalement mysté-
rieuses. Cela explique qu’amateurs et profes-
sionnels s’organisent pour collecter, compléter 
et perfectionner toutes les informations sur ces 
suites, les algorithmes de calculs qui les pro-
duisent, les démonstrations de leurs proprié-
tés. L’encyclopédie des suites numériques de 
Neil Sloane (https://oeis.org) est la principale 
source d’information sur le sujet. 

En relation avec l’encyclopédie, un groupe 
de passionnés ouvert à tous communique via la 
« Sequence Fans Mailing List » (http://list.seqfan.
eu). Il existe aussi une revue spécialisée de 
mathématiques (Journal of Integer Sequences) qui 
collecte les résultats non triviaux concernant le 
sujet, et, bien sûr, des livres et quelques vidéos. ©

 C
re

at
iv

e 
C

o
m

m
o

ns
 Z

er
o

, P
ub

lic
 D

o
m

ai
n 

D
ed

ic
at

io
n

pls531-logique-calcul.indd   80pls531-logique-calcul.indd   80 02/12/2021   18:1002/12/2021   18:10PLSP0531_080_CR128127.pdf



POUR LA SCIENCE N° 531 / JANVIER 2022 / 81

le résultat : t0 = 1, tn = 2xn – 1. Plus simple encore, il 
y a l’opérateur T3 qui prend la différence de deux 
termes consécutifs : tn = xn + 1 – xn, car 2n + 1 – 2n = 2n. 
Ces trois opérateurs transforment (2n) en elle-
même : T1(2n) = T2(2n) = T3(2n) = (2n).

Vous imaginerez sans mal des opérateurs 
qui font de (3n) une suite fractale, et d’autres 
qui, pour un entier k fixé, font de (kn) une suite 
fractale. Plus généralement encore, toutes les 
suites qu’on définit par une relation de récur-
rence, c’est-à-dire xn = f(x0, x1, …, xn – 1), sont des 
suites fractales. On prend pour  T l’opérateur 
qui à (xn) associe la suite tn= f(x0, x1, …, xn – 1). 
Ainsi, la suite de Fibonacci (F0 = F1 = 1, 
Fn = Fn – 1 + Fn – 2 pour n > 1) est fractale : en prenant 
T4(xn) = xn – 1 + xn – 2 et en précisant que T4 fixe les 
deux premiers termes t0 = t1 = 1, on a bien : 
T4(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21...) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21...). 

C’est peut-être un peu trop facile car, pour 
toute suite donnée (xn), en prenant un opéra-
teur  T assez compliqué et bien adapté, on 
pourra faire de (xn) un point fixe de T, ce qui 
permettra de dire que (xn) est fractale : nous 
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avons précisé que les suites fractales ne sont 
intéressantes que lorsque T est simple. 

FRACTALE PAR L’EXTRACTION
Une définition un peu plus restrictive exige 

que T soit un opérateur qui extrait une sous-
suite. Nous parlerons de suites « fractales au 
sens de l’extraction ». Les plus simples de cette 
catégorie sont les suites périodiques. Prenons 
par exemple (xn) = (1, 2, 1, 2, 1, 2, ....). Si T est 
l’opérateur d’extraction qui retient un terme 
sur trois, T(xn) = (x3n), on a bien : 
T(1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...) = (1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...).

Pour cette même suite, on peut d’ailleurs 
considérer l’opérateur  T qui retient deux 
termes consécutifs et en abandonne deux, et 
recommence indéfiniment. Plus générale-
ment, si p et k sont deux entiers non nuls fixés, 
l’opérateur d’extraction  T qui retient 
2p  termes consécutifs et en abandonne 2k, 
puis recommence, fait de notre suite une suite 
fractale au sens de l’extraction. Le même 
genre de considérations montre que toute 1 PROUHET, LES ÉCHECS, LE SHOGI, LE FOOTBALL ET LE TENNIS

La suite de Prouhet, ou suite de 
Prouhet-Thue-Morse, est fractale au sens 
de l’extraction car, en n’en retenant 
qu’un terme sur deux, on la retrouve 
exactement. Il en est de même en ne 
retenant qu’un terme sur quatre, un 
terme sur huit, etc. comme le montre  
le schéma ci-contre.

On a prouvé que jamais on n’y 
rencontre trois fois consécutivement  
la même séquence. Il n’y a donc jamais 
trois 0 consécutifs, trois 1 consécutifs, 
trois fois 01 à la suite, etc. Cette 
propriété a conduit à sa redécouverte  
en plusieurs occasions. 

Le grand maître d’échecs Max Euwe, 
champion du monde de 1935 à 1937,  
et professeur de mathématiques, 
redécouvrit la suite de Prouhet à propos 
d’une règle du jeu d’échecs. Selon  
cette règle, la partie est déclarée nulle  
si la même suite de mouvements est 
répétée trois fois.

Euwe associa au 0 de la suite  
la séquence de quatre mouvements 
(Cg1-f3, Cg8-f6, Cf3-g1, Cf6-g8) et au 1  
la séquence (Cb1-c3, Cb8-c6, Cc3-b1, 
Cc6-b8). Les deux adversaires peuvent 
alors jouer indéfiniment sans que  
la partie soit nulle.

Dans le cas du shogi, la forme 
japonaise de notre jeu d’échecs, la suite 
de Prouhet a conduit à une modification 
des règles du jeu. Lors d’une partie 
disputée en mars 1983 entre les deux 
champions professionnels Kunio 
Yonenaga et Kōji Tanigawa, au coup 118, 
Tanigawa était dans une position 
inférieure. La règle alors en vigueur 
indiquait que si une séquence de coups 

se répète trois fois de suite, la partie est 
nulle. Yonenaga disposait de deux 
manières équivalentes de jouer. Il les 
utilisa en suivant le schéma de la suite de 
Prouhet (qu’il exploita non pas à partir 
du début, mais à partir d’un terme plus 
avancé), ce qui fit durer la partie  
et lui donna le temps d’analyser 

soigneusement la configuration  
de jeu. Au bout d’une soixantaine  
de coups, Tanigawa comprit ce qui  
se passait et cassa lui-même la série.  
Il était malheureusement trop tard  
pour lui et Yonenaga finit par l’emporter 
(voir https://www.youtube.com/
watch?v=7SZpI_a4aC0).

Deux mois plus tard, la règle des trois 
séquences consécutives fut modifiée  
et aujourd’hui une partie de shogi  
est déclarée nulle dès qu’une position 
apparaît pour la quatrième fois.

Au football, la statistique des séances 
de tirs au but montre que l’équipe 
effectuant le premier tir est avantagée  
à cause de la pression psychologique 
plus forte sur la seconde équipe que  
sur la première. Ignacio Palacios-Huerta,  
un économiste espagnol, a suggéré de 
faire tirer les buts en suivant le schéma de 
la suite de Prouhet pour les huit premiers 
tirs, ABBABAAB, puis de poursuivre  
en répétant périodiquement le schéma. 
Selon lui, l’avantage de plus de 60 % pour 
la première équipe avec la méthode 
actuelle serait presque annulé. 

Au tennis, lors d’un jeu décisif  
(tie break), le service est attribué selon 
l’ordre ABBAABBAABB... qui ne suit  
la suite de Prouhet que pendant  
quatre coups. Max Euwe (1901-1981)

pls531-logique-calcul.indd   81pls531-logique-calcul.indd   81 02/12/2021   18:1002/12/2021   18:10PLSP0531_081_CR128127.pdf




