LOGIQUE & CALCUL

ENDEZ-VOUS

Y(a+b;+c)=Y (a+b)+1tour
Y(a;+ b)) =nx1/2 tour-1tour

Voici une troublante
démonstration physique

du théoreme de Pick, due

a Christian Blatter, de l'école
polytechnique fédérale

de Zurich, et utilisant

la diffusion de la chaleur.
Soit P un polygone conforme
aux hypothéses du théoréme
de Pick. Supposons qu‘au
temps 0, une unité de chaleur
soit concentrée en chaque
point (de coordonnées
entiéres) du réseau infini.
Cette chaleur diffuse ensuite
dans la totalité du plan par
conduction thermique,

de fagon isotrope dans

un angle de 2z (un tour).

Au bout d'un temps infini,
elle est également répartie
sur le plan avec une densité
uniforme : la quantité

de chaleur contenue

dans le polygone P est

la surface S de P.

D’ou vient cette chaleur ?
Chaque point du réseau
intérieur au polygone
contribue pour une unité
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UNE ANALOGIE PHYSIQUE
POUR DEMONTRER LE THEOREME

de chaleur, soit, au total, I.
La chaleur émise par un
point du réseau (rouge) qui
est perdue lors de la traversée
d'un c6té du polygone est
en effet compensée par la
chaleur envoyée par le point
(bleu) extérieur au polygone
symétrique par rapport
au milieu m du cété.
Chaque point du réseau
situé sur le bord du polygone
et qui n'est pas un sommet
envoie dans le polygone
la moitié de la quantité de
chaleur émise de facon
isotrope ; dans le cas d'un
sommet, cette quantité est
proportionnelle a l'angle au
sommet en ce point (voir la
figure A). Or, la somme des
angles aux sommets d'un
polygone a n co6tés est n/2
tours moins 1, ce que l'on
démontre facilement
en triangulant le polygone
(voir la figure B).
D'ou la contribution
calorifique B/2 - 1 de
la formule de Pick.

il ne peut pas exister, pour le volume d’un poly-
edre ayant des sommets a coordonnées entieres
dans l’espace, de formule qui ne dépende que
des trois parameétres suivants: nombre de points
du réseau a I'intérieur du polyeédre, nombre de
points du réseau sur les arétes et nombre de
points du réseau sur les faces.

On peut le voir grace a la famille de
tétraedres T, dépendant du parametre & et
ayant pour quatre sommets les points (1,0,0),
(0,1,0), (1,1,0), (0,0,h), avec h entier. Ces
tétraedres ne possedent aucun point du réseau
ni a lintérieur de leur volume, ni sur leurs
faces ou arétes. Par conséquent, si la formule
existait, elle fournirait le méme résultat pour
tous les T,, alors que leur volume, %/6, varie
avec h.

C’est un peu décevant. En cherchant des
formules un peu moins simples, John Reeve est
cependant parvenu a trouver et a démontrer un
résultat qui peut étre vu comme une générali-
sation pour ’espace du théoreme de Pick.

Soit P un polyeédre (ses faces sont donc
des polygones) ayant des sommets & coor-
données entieres, dont on suppose qu’il n’a
pas de trou et que sa surface ne se recoupe
pas. On considere un entier n plus grand
que 2 et le polyedre P, déduit de P en multi-
pliant toutes les coordonnées par n. P, est
donc une version agrandie de P. On note I et
I, le nombre de points du réseau intérieurs a
P et P, respectivement, et B et B, le nombre
de points du réseau sur les faces et arétes de P
et P,. La formule suivante donne alors le
volume V de P:

V=[2I,-B,-n(2I-B)]/[2n(n-1) (n+1)].

Cette formule a par la suite été généralisée
pour des espaces de dimension supérieure a 3
par Tan Macdonald (The Volume of a Lattice
Polyhedron, Proc. Camb. Phil., 2008), ce qui a
été le point de départ d’autres travaux encore,
mais nous ferait quitter le domaine des mathé-
matiques récréatives!

UNE JOLIE GENERALISATION
OUBLIEE

De facon étonnante - le théoréme de Pick
ayant fait ’objet d’une attention soutenue
depuis plus d’un siecle —, une généralisation
remarquable, qui n’a été publiée qu’en 2019 par
Alexander Belyaev, de l'université d’Edim-
bourg, en Ecosse, et Pierre-Alain Fayolle, de
P'université d’Aizu, au Japon, semble étre pas-
sée inapercue.

Revenons au plan et aux points de coor-
données entieres. On s’intéresse cette fois a
un ensemble de droites paralleles a une
direction fixée (par exemple verticale) pas-
sant par les points a coordonnées entieres.
On regarde les intersections de ces droites
avec le polygone, et on distingue trois sortes
de segments:





