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VOTRE PORTRAIT AU DEBUT DE 2"

Montrons que tous

les triplets de chiffres

ne commengant pas par 0
se présentent au début de
Vécriture décimale d'au
moins un nombre de la
forme 2". Il existe 900 de tels
triplets : 100, 101, 102, ...,
999. Le raisonnement
proposé se généralise sans
mal, ce qui conduit a la
conclusion que toute
séquence finie de chiffres
décimaux ne commencant
pas par 0, par exemple les
pixels de votre portrait en
format 1 000 x 1 000 codés
avec 10 niveaux de gris, se
trouve comme début d'une
puissance de 2 : vous étes
dans la suite 2, 4, 8, 16, ... !
(On change éventuellement
le premier pixel pour qu'il ne
donne pas un 0.)

Ayant codé les lettres
par des chiffres, codé aussi
les signes de ponctuation,
les blancs, les espaces, etc.,
vous avez dans un début
de 2" le récit de votre vie !

Considérons les
puissances de 2 a partir de
21 =1 024. Elles ont toutes
au moins quatre chiffres.

Considérons les

9 001 puissances de 2

a partir de 1 024, donc de 21°
a2°%° Ces puissances
donnent 9 001 nombres ne
commencant pas par 0. Ily a
nécessairement deux de

ces nombres, disons 27 et 2?,
a > b, qui commencent par
les quatre mémes chiffres,
car iln'y a que 9 000 débuts
possibles de quatre chiffres
dont le premier chiffre n'est
pasun 0. C'est une
application du principe des
tiroirs de Dirichlet : si vous
rangez n + 1 objets dans

n tiroirs, l'un des tiroirs

contient deux objets ou plus.

Divisons le plus grand
par le plus petit
Q = 23/2P = 22-P, Souvenez-
vous de la fagon dont on fait
les divisions. J'affirme que
le quotient Q commencera
soit (cas 1) par un 1 suivi de
trois 0 soit (cas 2) par trois 9.
Sivous avez des doutes,
posez la division de
2 345 498 par 234 522
et commencez le calcul
ou demandez a votre
ordinateur et faites
de multiples controles.

Mon affirmation peut se
démontrer rigoureusement
sans trop de mal si
on le souhaite.
Supposons que nous
sommes dans le cas 1.
Le quotient Q est une
puissance de 2 et s'écrit donc
Q=23-=1000s, ou s est une
suite finie de chiffres. Si on
considére maintenant les
puissancesde Q: Q, Q% Q3 ...
(ce sont des puissances de 2),
nous affirmons que leurs
trois premiers chiffres vont
passer successivement
par 100, 101, 102, 103, ...
jusqu'a 999, chaque triplet
apparaissant une ou
plusieurs fois
consécutivement, ce qui
terminera le raisonnement.
La raison de ce
défilement est que quand
on multiplie un nombre
quelconque A commencant
par les trois chiffres a, b etc,
par exemple 249, par
un nombre commencant
par 1 000, par exemple
1000 458, le résultat
commence par abc
ou abc + 1 c'est-a-dire 249
ou 249 + 1 = 250 dans notre

exemple. En effet,

multiplier A par un nombre
commengcant par 1 000

si on néglige la position de la
virgule revient a le multiplier
par 1,000xyz... c'est-a-dire

a ajouter au nombre A

un pourcentage de sa valeur
inférieur a 1/1 000. Dans
notre exemple multiplier

par 1 000 458 si on néglige la
position de la virgule revient
amultiplier A par 1,000458,
ce qui ajoute a A, 0,0458 %

de sa valeur, donc moins

de 1/1 000. En ajoutant
moins de un milliéme

de sa valeur a un nombre

on ne change par ses trois
premiers chiffres abc, ou cela
fait passer deabcaabc + 1
(dans notre exemple on reste
a249 ou on passe a 250).

Le cas 2 se traite de la méme
fagcon, mais la multiplication
est maintenant équivalente
a une soustraction de moins
de un milliéme et donc les
trois premiers chiffres vont
passer de 1 000 a 999, 998,

..., 100. Ce raisonnement

est di a David Gale

(voir la bibliographie).
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k chiffres décimaux apparait une infinité de fois
en téte de 2". Si par exemple on s’intéresse
a 2021, la fréquence de la présence en téte de 2"
est égale a:
10810000 (1+1/2021) =0,00005370943

soit 0,0053%. Faible, mais pas nulle! Une
démonstration directe que toute séquence de
chiffres décimaux se trouve en téte de 2" pour au
moins un certain n est proposée dans 'encadré 4.
Elle repose sur le principe de tiroirs.

Considérons une derniere question a propos
des chiffres de 2”: faut-il attendre longtemps
pour par exemple trouver tous les couples, ou
tous les triplets, etc., et quelles sont les
séquences les plus longues a apparaitre?

Voici les réponses pour les couples, les tri-
plets et les quadruplets, calculées par ma
machine:

- Pour voir apparaitre tous les chiffres, il faut
attendre 2°=32768. Ce nombre contient pour
la premiere fois un 7, qui est en quelque sorte le
chiffre retardataire.

- Pour voir apparaitre tous les couples de
chiffres 00, 01, ..., 99, il faut attendre 2%, qui
contient pour la premiere fois 78, le couple
retardataire.

- Pour voir apparaitre tous les triplets de
chiffres 000, 001, ..., 999, il faut attendre 2***, qui
contient pour la premiere fois 548, le triplet
retardataire.

- Pour voir apparaitre tous les quadruplets
de chiffres 0000, 0001, .., 9999, il faut
attendre 28, qui contient pour la premiere
fois 9634, le quadruplet retardataire.

NOMBRES UNIVERS,
EQUIREPARTITION,
NORMALITE...

Pour bien comprendre ce que nous savons
et ce que nous ignorons pour les chiffres de 27,
nous noterons Puis2 le nombre réel obtenu en
placant les uns derriere les autres les chiffres
de 2" apres un zéro et la virgule:

Puis2 =0,1248163264128256...
Le tableau 2 de Pencadré 2, résultat d’un calcul
de Tordinateur, suggere que Puis2 est un
nombre «équiréparti»: chaque chiffre apparait
avec la fréquence 1/10. Aujourd’hui, personne
ne ’a démontré.

Quatre autres questions se posent naturel-
lement concernant un nombre réel: est-il uni-
versel? Est-il normal? Est-il irrationnel? Est-il
transcendant? Rappelons que par définition un
nombre est «universel» (ou «nombre univers»)
g’il contient toute séquence finie possible de
chiffres. Un nombre est normal au sens d’Emile
Borel si on y rencontre chaque séquence de
k chiffres avec la fréquence 1/10* (donc fré-
quence 1/100 pour 34, 79, 12, etc., fré-
quence 1/1000 pour 123, 777, 219, etc.). Un
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